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บทคดัย่อ 
 

งานวิจยัน้ีเกิดจากการท่ีผูวิ้จยัไดศึ้กษาบทพิสูจน์การเปรียบเทียบค่าของ e  และ 
e  โดยใชห้ลกัการทาง

คณิตศาสตร์พิสูจน์โดยไม่ไดใ้ช้การค านวณค่า ซ่ึงจากการคน้ควา้พบว่าไดมี้ผูค้น้พบและมีการพิสูจน์แลว้ ไดว้่า 
  ee  

ในงานวิจยัน้ี ผูวิ้จยัไดน้ าเสนอวิธีการเปรียบเทียบค่าของ 
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e  โดยใชก้ารพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ พบว่า ในกรณีท่ีจ านวนของเลขยกก าลงัเป็นจ านวนคู่พบว่าค่าของ 
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ee  แต่ในกรณี ท่ีจ านวนของเลขยกก าลังเป็นจ านวนค่ีพบว่า 

 

   
     

ee n n
e

ยิ่งกวา่นั้น ผูว้ิจยัไดว้ิเคราะห์ความสมัพนัธ์ของผลการวิจยัท่ีเกิดข้ึนดว้ย 
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ABSTRACT 
 

This research is based on the fact that researchers have studied the proofs of the comparison of the values 

of e and  e  by using the mathematical proof, without calculating them. It was proved that   .ee  

In this study, researchers compare the values of 
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บทน า 

ค่า  เป็นค่าคงตัวท่ีเกิดจากความยาวเส้น
รอบรูปวงกลมหารดว้ยเส้นผ่านศูนยก์ลางวงกลม ค่า 
 เป็นจ านวนอตรรกยะมีค่าประมาณ 3.14 และ ค่า e 

เป็นค่าคงตัวซ่ึงมีค่าเท่ากับ 


  
 

1
lim 1

n

n n
 เป็น

จ านวนอตรรกยะมีค่าประมาณ 2.71 
เม่ือดูจากค่าของ   และค่าของ e จะสังเกต

ไดว้่าค่าของ e  และ  e
 จะมีค่าใกลเ้คียงกนัมาก 

จึงเกิดการตั้งปัญหาว่าค่าของ e  และค่าของ  e
 

ค่าใดมีค่ามากกวา่กนั    
ผูว้ิจยัไดศึ้กษาบทพิสูจน์ในการเปรียบเทียบ

ค่าของ e  และ  e  ซ่ึงปัญหาดงักล่าวไดมี้ผูค้น้พบ
และมีการพิสูจน์ไวห้ลายวิธี ซ่ึงสามารถดูรายละเอียด
ไ ด้ ใ น  (Schaumberger, 1985; Nakhli, 1987; 
Talwalkar, 2013; Mirzodaler, 2016) ในงานวิจัยใน
คร้ังน้ีผูว้ิจยัเพียงตอ้งการน าเสนอวิธีการพิสูจน์ในอีก
รูปแบบหน่ึงเท่านั้ น ผู ้วิจัยได้ค้นคว้าพบว่ามีการ

พิสูจน์ไดว้่า   ee  ซ่ึงมีความน่าสนใจเน่ืองจาก

ได้น าความรู้ของแคลคูลสัมาช่วยในการพิสูจน์ ดัง
ทฤษฎีบท 1 

ทฤษฎีบท 1:   ee  

บทพิสูจน ์ให ้  
ln

 
x

f x
x

 

พบวา่  


  2
1 ln

  0 
x

f x
x

 ส าหรับทุกค่า x e  

จึงไดว้า่ f  เป็นฟังกช์นัลด ส าหรับทุกค่า x e  
เน่ืองจาก   e  จะไดว้า่     f f e  

นัน่คือ 





ln ln e
e

 ดงันั้น  ln lne e  

จ า ก ส ม บั ติ ข อ ง ล อ ก า ริ ทึ ม ท า ใ ห้ ไ ด้ ว่ า 
  ln lne e  

ซ่ึงท าใหไ้ด ้   ee  ตามตอ้งการ 
จากการใช้โปรแกรม MATLAB ในการ

ค านวณค่าของจ านวนดังกล่าวเพ่ือตรวจสอบ โดย

พิ จ า รณ าท ศ นิ ย ม  2 ต า แ ห น่ ง  พ บ ว่ า  e  มี

ค่าประมาณ 23.14 และ  e  มีค่าประมาณ 22.46 ซ่ึง

ไดว้า่   ee  
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ผู ้วิจัย จึงเกิดค าถามต่อมาว่า  
e

e  และ 


 e  หรือถา้มีการยกก าลงัของ e และ   สลบักนั
โดยมีฐานเร่ิมตน้ท่ี e และ   ใครมีค่ามากกวา่กนั ซ่ึง
ผูว้ิจัยพยายามลองใช้โปรแกรม MATLAB ในการ
ค านวณค่า พบว่าไม่สามารถหาค าตอบไดเ้น่ืองจาก
จ านวนดงักล่าวมีขนาดใหญ่เกิน 

ในงานวิจัยน้ี ผู ้วิจัยหาความสัมพันธ์ของ
จ านวนท่ีเกิดจากการยกก าลงัของ e และ   สลบักนั
มีฐานเป็น e และ   ใครมีค่ามากกว่า พร้อมทั้ ง
พิสูจนแ์ละวิเคราะห์ผลการวิจยัท่ีเกิดข้ึน 

 

วธิีด าเนินการวจิัย 
 ผูว้ิจยัใช้หลกัการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ใน
การพิสูจน์ทฤษฎีบทหลกั โดยหลกัการของอุปนยัเชิง
คณิตศาสตร์ มีหลกัการ ดงัต่อไปน้ี 
ให้ ( )P n  แทนข้อความทางคณิตศาสตร์ โดยท่ี n  
เป็นจ านวนเตม็บวก ถา้ 

1. (1)P  เป็นจริง 

2. ให้ k เป็นจ านวนเต็มบวกใดๆ สมมติให้ 
( )P k  เป็นจริง และแสดงได้ว่า ( 1)P k

เป็นจริง 
แลว้จะไดว้่า ( )P n  เป็นจริง ส าหรับทุกจ านวนเต็ม
บวก n 
 เพ่ือความสะดวกในการเขียน ผูว้ิจยัขอนิยาม
สญัลกัษณ์ดงัต่อไปน้ี 

บทนิยาม 1 : นิยามสัญลักษณ์ 
 
 

xy n
x  แทนด้วย 

xy
xyx โดยมีชุดของ xy  ทั้งหมด n ชุด 
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บทนิยาม 2 : นิยามความยาวของจ านวนยกก าลัง 
หมายถึง จ านวนของตวัท่ียกก าลงัทั้งหมดรวมกบัตวั
ฐานดว้ย 
 

ตวัอยา่ง  

(1) 
 
 

2e
e หมายถึง 




e
e

e มีความยาว
คือ 5 

(2) 




 
 

2e
e ห ม า ย ถึ ง  






e
e

e มี
ความยาวคือ 6 

 

ผลการวจิัยและวจิารณ์ผล 
ผูว้ิจยัไดพ้บผลลพัธ์ในกรณีท่ีมีความยาว 3 

และ 4 อีกทั้งยงัไดแ้สดงการพิสูจน ์ดงัทฤษฎีบท 2 
ทฤษฎีบท 2: ขอ้ความต่อไปน้ีเป็นจริง 

(1) 
  

ee e  

(2) 
  

ee ee  
บทพสูิจน์ 

(1) จากทฤษฎีบท 1 พบว่า   ee  และเน่ืองจาก 

  e  จึงไดว้า่ 
  

ee e  

(2) จาก   ee  จะไดว้่า  ln ln ee  นั่นคือ 

 ln lne e  ซ่ึงท าใหไ้ดว้า่ 
 


ln
lne e

 

เน่ืองจาก 

1

e
 และ   ee  จึงท าใหไ้ดว้า่ 

  



         
 

ln
ln

e e e

e e e e ee e
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เม่ือพิจารณาพบว่า 
  ln ln

ee e e  และท า

ใหไ้ดว้า่ 
  ln ln

ee ee  

ดงันั้น 
  

ee ee  
 

ผูว้ิจัยได้ใช้ผลลัพธ์จากทฤษฎีบท 2 ขยาย
ไป สู่กรณีทั่วไปโดยใช้ตามหลักการอุปนัยเชิ ง
คณิตศาสตร์ดงัทฤษฎีบท 3 
ทฤษฎีบท 3: ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n จะไดว้า่  

(1) 
 


   
   

ee n n
e  

(2) 

 
 

   
   



ee n n
ee  

บทพสูิจน์ ให ้ ( )P n  แทนขอ้ความ 
 


   
   

ee n n
e  และ 

 
 

   
   



ee n n
ee  

พิจารณา 1n  ไดว้า่ (1)P  แทนขอ้ความ 

 

   
   

1 1ee
e และ 

 
 

   
   


1 1ee

ee  

นั่ น คื อ  
   

ee e  แ ล ะ
  

ee ee   
ซ่ึงเป็นจริงจากทฤษฎีบท 2 
ให ้k เป็นจ านวนเตม็บวกใดๆ  
สมมติให ้ ( )P k  เป็นจริง 

นัน่คือ 
 


   
   

ee k k
e   

และ 

 
 

   
   



ee k k
ee  

จาก 

 
 

   
   



ee k k
ee  และ   e  ท าให้

ไดว้า่ 

 
 

   
   



ee k k
ee e  

ซ่ึงไดว้า่ 
    


    
   

1 1ee k k
e  

จาก 
  ee แลว้  ln ln ee  

จะไดว้า่  ln lne e  

ซ่ึงท าใหไ้ดว้า่ 
 


ln
lne e

 

เน่ืองจาก 

1

e
 และ 

 
 

   
   

   

ee k k
ee  

ดงันั้น 
 

 

 

 

 1 1 1

1 1

e k e k e k

e k e k e
e e

  



  
            

    
   

   
 

 
ln
lne e

 
   

ซ่ึงจะไดว้า่
    

 
    
   

1 1
ln ln

ee k k
e e  

นัน่คือ      
    

 

    
   


1 1

ln ln

ee k k
ee  

ดงันั้น         
    

 

    
   


1 1ee k k

ee  
 
 ในงานวิจยัท่ีศึกษามา ผูว้ิจัยพบว่ามีพิสูจน์

เฉพาะกรณี   ee  เท่านั้น ซ่ึงมีวิธีการหาค าตอบ
ท่ีหลากหลาย ดงัเช่นใน (Schlumberger,1985) พิสูจน์

โดยใช้อสมการ   
  
 

1  
y

x x
e

y
 โดยแทนค่า 

  x y  แ ล ะ จั ด รู ป อ ส ม ก า ร ซ่ึ ง จ ะ ไ ด้ ว่ า 
  ee  และ มีการ พิ สู จน์ ใน รูปแบบ อ่ืน อีก

มากมายในเอกสารอา้งอิงใน (Mirzodaler, 2016) ไดมี้

การพิสูจน์โดยพิจารณาฟังก์ชัน 
ln x

y
x

 และดู

กราฟของฟังกช์นัดงักล่าวเพ่ือเปรียบเทียบค่าระหว่าง 
1
 
e
 และ 





ln
  ซ่ึงได้กล่าวไปแล้วในทฤษฎีบท 1 

รวมถึงยงัมีการพิสูจน์โดยพิจารณา  1xe x  โดย

แ ท น ค่ า  


 1x
e

 ซ่ึ ง จ ะ ไ ด้ ว่ า    ee  

เช่นเดียวกันอีกทั้ งยงัสามารถหาค าตอบของปัญหา
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ดงักล่าวโดยใชค้วามรู้ทางแคลคูลสั โดยการพิจารณา

ฟังก์ชัน  
1

xf x x  และหาอนุพันธ์อนัดับหน่ึง

ของฟังก์ชันซ่ึงคือ  
 


1

2
1 ln

' x x
f x x

x
 เน่ือง 

จาก ln 1x  ส าหรับทุก x e  และ  ( ) 0f x  

ส าหรับทุก  e x  ดังนั้ น  
1 1

ee  และ
ได้ว่า   ee  ดูได้ใน (Talwalkar, 2013; Fialok, 
2017) 

จากการศึกษาขา้งตน้ท าให้ผูว้ิจยัทราบว่ายงั

ไม่มีงานวิจยัท่ีกล่าวถึงการเปรียบเทียบค่าของ 


  e

และ   
e

e รวมถึงกรณีทั่วไปของรูปแบบข้างต้น 
ผูว้ิจยัไดน้ าเสนอรูปแบบการพิสูจนท่ี์กล่าวไปแลว้ใน
ทฤษฎีบท 2 และทฤษฎีบท 3 

ผูว้ิจยัวิเคราะห์ผลการวิจยัท่ีไดใ้นทฤษฎีบท 
3 โดยแยกการวิเคราะห์ เป็น 2 กรณี โดยแบ่งเป็น
ความยาวเป็นจ านวนคู่ และความยาวเป็นจ านวนค่ี 
ดงัน้ี 

(1) จาก   ee  ท าใหไ้ดว้า่ 
 ln ln ee  ไดว้า่  ln lne e  ซ่ึงท าใหไ้ด้

วา่ 
 


ln
lne e

 ซ่ึงจะไดค้วามสมัพนัธ์ของจ านวนท่ี

มีการยกก าลงัระหวา่ง e  และ   สลบักนัโดยมี
ความยาวเป็นจ านวนค่ี 

ln
ln

e ne

e e ne e e e



 

   
 
 

 
 

      

และเม่ือพิจารณา n  พบวา่  
  



  
   
   

   
   

    
 

[ ]e n e n e n

e n e n e
e e

 

นัน่คือจะไดว้า่ 






 
 

 
 



e n

e n
e

 เม่ือ n  

จากการใช้โปรแกรม MATLAB ในการค านวณค่า
สามารถเปรียบเทียบค่าอตัราส่วนดงักล่าวขา้งตน้ได้
ดงัตารางท่ี 1 ซ่ึงแสดงใหเ้ห็นว่าความสัมพนัธ์ขา้งตน้
เป็นจริง 
 
ตารางที่ 1  ตารางแสดงค่าของอตัราส่วนระหวา่งเลข  

   ยกก าลงัท่ีมีฐานเป็น e และ  โดยมีความ 

   ยาวเป็นจ านวนค่ี 

 
(2) ท านองเดียวกัน พบว่า ความสัมพันธ์

ของจ านวนท่ี มีการยกก าลังระหว่าง e  และ   
สลบักนัโดยมีความยาวเป็นจ านวนคู่ 

 

  
 

   
 
 

 
 

     
ln

0
ln

e e ne e e

e e ne e
e e

 

และจะไดว้า่ 







 
 

 
 

 0

e ne

e n
e

 เม่ือ n  

 
 

ข้อมูล ค่าของข้อมูล 
ln

ln e
 1.144729 



e
 1.155727 





 e

e
e

 
56.299447 








e

e

e
e

e

 

11.142177101010  
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จากการใช้โปรแกรม MATLAB ในการค านวณค่า
พิ จารณ าค่ าของข้อ มูลดังตาราง ท่ี  2 จะ เห็นว่ า
สอดคลอ้งกบัความสมัพนัธ์ขา้งตน้ 
 
ตารางที่ 2  ตารางแสดงค่าของอตัราส่วนระหวา่งเลข 

ยกก าลังท่ี มีฐานเป็น e  และ   โดยมี
ความยาวเป็นจ านวนคู่ 

 

สรุป 
 ในงานวิจยัดงักล่าวไดต้อบค าถามเก่ียวกับ
การยกก าลังของ e และ  สลับกันโดยมีฐานท่ี e
และ  จ านวนใดมีค่ามากกว่า ซ่ึงพบว่า หากมี
จ านวนของเลขยกก าลงัเป็นจ านวนค่ีพบว่าจ านวนท่ีมี
ฐานเป็น  จะมีค่ามากกว่า แต่ถา้จ านวนของเลขยก
ก าลงัเป็นจ านวนคู่พบว่าจ านวนท่ีมีฐานเป็น e จะมีค่า
มากกวา่ 
 ในการวิจัยดังกล่าว พบความสัมพนัธ์ของ
อตัราส่วนกรณีท่ีความยาวเป็นจ านวนค่ี 

ln
ln

e ne

e e ne e e e



 

   
 
 

 
 

      

และ 






 
 

 
 



e n

e n
e

 เม่ือ n  

ความสมัพนัธ์ของจ านวนท่ีมีความยาวเป็นจ านวนคู่ 

 

  
 

   
 
 

 
 

     
ln

0
ln

e e ne e e

e e ne e
e e

 

และ 







 
 

 
 

 0

e ne

e n
e

  เม่ือ n  
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
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e

e
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

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

e
e

e

e
e
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